MPSI du lycée Rabelais semaine du 3413 février 2016

PROGRAMME DE COLLE S30

NB : seules les démonstrations des théoremes, propositions étoilées ne sont pas exigées.

SERIES NUMERIQUES

= m m Généralités

n

Définition : Soit (u,) € RN, n € N. On appelle somme partielle de rang n, et on note U,, la somme U, = Zuk

k=0
La suite des sommes partielles (U, ),cn est appelée la série de terme général u,. On la note > u,,.

Définition : La série Y u, est dite convergente si la suite des sommes partielles (Uy,) Uest. En ce cas, la limite des
sommes partielles est appelée la somme de la série : on note

+oo n
g U, = lim U, = lim E U
n—-+oo o

n—-+o0o
n=0 .

Lorsque la suite (U,) diverge, on dit que la série est divergente.

Théoréme-Définition*.— Restes d’une série convergente —. Soit Y | u,, une série convergente. Etant donné peN
“+ oo “+ oo
le reste d’ordre p de la série > u,, est défini par R, = Z u, de sorte que Z up, = U, + R,,. De plus, la suite
n=p+1 n=0
(Rp)pen est convergente de limite nulle.
Théoreme*.— Soit > uy, > v, deux séries numériques et A € R un réel.
m Si > u, converge, alors Y. wu, converge.
n>ng
—+o0 —+o0
m Si > u, converge, alors A Y u, converge et Y, (Aun) =X Y up
n=0 n=0 +oo too too
m Si ) u, et ) v, convergent, alors la série Y (u, + vy) converge et > (un +vp) = > Un+ Y Uy
n=0 n=0 n=0

m Si Y u, converge et > v, diverge, alors la série > (u, + v,) diverge.

Théoreme.— Condition nécessaire de convergence —. Soit Y, u, une série numérique.

Si > u, converge alors (u,) est convergente de limite nulle

Vocabulaire : lorsque u,, 4 0, on dit que la série > u, diverge grossiérement.

nn = Séries a termes positifs

Théoréeme.— Condition nécessaire et suffisante de convergence —. Soit »  u,, une série a termes positifs. On note
(Uy) la suite des sommes partielles. Alors

> uy, est convergente si et seulement si (Up,) est majorée.

“+o0
Dans ce cas, Y. u, =sup U,.
n=0 n
Lemme.— Soit f : R" — R une fonction continue par morceaux, décroissante et positive. Alors pour tout entier

naturel n € N*

n+1 n
[ rwa< s S/_lf(t) dt

3

Savoir-faire : interpréter et illustrer cet encadrement comme aire de régions du plan
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Théoreme.— Comparaison série-intégrale —. Soit f : R" — R™ une fonction continue par morceaux, décroissante|
et positive. Alors

0

n
La série Y f(n) converge si et seulement si la suite < f@) dt) converge
neN

Théoreme.— Comparaison des séries a termes positifs —. Soit u, v des suites positives.
On suppose que Vn € N, 0 < u, < vy,.
+oo —+oo
m si la série > v, converge alors Y u, converge aussi et »_ u, < > v,

] 2. g ] . n=0 n=0
m si la série Y u,, diverge alors ) v,, diverge aussi.

Théoreme.— Reégles des équivalents — . Soit u, v des suites positives telles que u,, ~ wvy,.
n—oo

Alors les séries Y uy, et > v, sont de méme nature, ie. Y u, converge si et seulement si » v, converge.

= m m Séries absolument convergentes

Définition : Soit > u, une série. On dit que Y u,, est absolument convergente si la série Y |u,| est convergente.

Théoreme.— Condition suffisante de convergence —. Soit ) u,, une série numérique.

Si > u,, est absolument convergente alors > u,, est convergente

+oo +oo
Remarque : dans ce cas, | > u, <D Jul
n=0 n=0
nm n Séries de référence
Théoreme.— Convergence des séries géométriques —. Soit = € R.

La série géométrique Y z™ est convergente si et seulement si |z| < 1

En ce cas, elle est absolument convergente.

Corollaire.— Séries géométriques et dérivées —. Soit = €] — 1,1].
+oo 1
Ari n n __
m la série > x™ est convergente et Zosc = 1.
n= too
m la série Y na" ! est convergente et Y naz" ! = ﬁ
n=1
2 = 2 2
28 n— n—2 _
m la série > n(n — 1)z" 2 est convergente et 22 n(n—1)z" % = =L
n=
Théoreme.— Convergence des séries de Riemann —. Soit o € R un réel donné.

. . 1 ) .
La série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1
n
n>1

Corollaire*.— Comparaison a une série de Riemann : régle n®u,, —. Soit > u, une série & termes positifs.

» Sl existe o > 1 tel que n®u,, — 0, alors Y u,, converge.
n—oo

» Sl existe o > 1 tel que n®u,, — £ € R*™*, alors > u, converge.

n—oo

» Sl existe o < 1 tel que n®u,, — £ € R*™*, alors > u, diverge.

n—oo

» S'il existe aw < 1 tel que n*u,, —— +o00, alors Y u,, diverge.
n— o0
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