Chapitre ]. 6

Fractions rationnelles
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392 CHAPITRE 16. FRACTIONS RATIONNELLES

ils sont particulierement modestes! & la fin de ce chapitre, vous devrez savoir

> utiliser les théoremes 16.22 et 16.21 pour décomposer une fraction rationnelle
en éléments simples, de premiere ou deuxieme espece

> utiliser la DES d’une fraction rationnelle pour calculer ses primitives.

OBJECTIFS

| Corps des fractions rationnelles

1 L’ensemble K(X)

l.a Définition

Définition : On appelle fraction rationnelle a coefficients dans K et d’indéterminée X toute expression de
la forme F(X) = WQ’ ot P et Q sont deuz polynomes de K[X] et Q n’est pas le polynome nul.

On note K(X), l’ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K, et d’indéterminée X .

Exemples :

!

(X)

1. tout polynéme P € K[X] définit une fraction rationnelle : F(X) = -]

X*-3X34 X2 -2X -3
2. FX)= X5~ ;2 X 1 est une fraction rationnelle & coefficients réels.

Py (X)

- P,
Définition : Egalité de deux fractions rationnelles —. Soit F;(X) = et Fp(X) = 0a(X)
2

deux fractions

rationnelles. Par définition,
Fi(X) = F2(X) <= Pi(X) x Q2(X) = P(X) x Q1(X)

X-1 1
X2-1 X +1
Remarque : Soit F' une fraction rationnelle. F' = 0 si et seulement si son numérateur est nul.

Exemple :

1.b Forme irréductible d’une fraction rationnelle

L’exemple précédent montre qu’il n’y a pas unicité de I’écriture d’'une fraction rationnelle. En revanche, quitte
a simplifier, numérateur et dénominateur par leur PGC D, on peut toujours présenter une fraction rationnelle
a ’aide de polynomes premiers entre eux :

Proposition 16.1.— Représentant irréductible d’une fraction rationnelle —. Soit F' € K(X), il existe un
couple (P, Q) € K[X]?, unique tel que
e () est unitaire,

e P et () sont premiers entre eux,

P
o Fl=—.
Q

P
La fraction 6 est appelée, représentant irréductible de F.

En pratique : pour déterminer la forme irréductible d’une fraction rationnelle, vous simplifiez numérateur et
dénominateur par leur PGCD.
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Démonstration V

e Unicité : soit (Pi,Q1), (P2,Q2) deux couples de polynémes vérifiant les trois propriétés ci-dessus. Alors par
définition de ’égalité des fractions rationnelles, P1Q2 = P2Q.
En particulier, Q1 divise P1Q2. Comme P; AQ1 = 1, il résulte du Théoréme de Gauss que ) divise QJ2. De méme,
Q2 divise Q1. Ainsi Q1 et Q2 sont associés. Comme ils sont de plus unitaires, ils sont égaux. Il s’ensuit aisément
que P, = Ps.

P, N . . .
e Existence : Soit FF = —. Notons D = a PGCD(P,,Q,), ou a est le coefficient dominant de Q,. On considére
alors les quotients (P, Q) de la division euclidienne de P, et @, par D. On a donc Q, = DQ et P, = DP.

> En examinant les coefficients dominants dans I’égalité QQ, = D@, on obtient que ) est unitaire,

> Par les propriétés du PGCD nous avons D = a PGCD(P,,Q,) =aD x PGCD(P,Q).
Par conséquent, PGCD(P, Q) € K*, ce qui prouve que P et @ sont premiers entre eux.

> Enfin P, xQ=DXPxQ=PxXxDxQ=PxQ,. Pardéﬁnition,c’estdirequeg:g. A
Exercice : Déterminez les représentants irréductibles des fractions rationnelles suivantes :
X6-1
1. —/— eRX
X4 _ 1 ( )
X4 - X2
2. ——€R(X
X2-3X+2 (X)
Solution Vv
L X1 ()1 (o X4 XXl
Xt -1 (x2)P o1 (X2-DX2+1) 0 X2
9 X'-Xx*  (X*(X*-1)  X}(X+1)  X*4+X? A
ToX2-3X+2 (X-1D)(X-2) X-2 = X-2°

1.c Fonction rationnelle associée

P
Définition : Soit F' € K(X), une fraction rationnelle de représentant irréductible F = 6 On appelle fonction
rationnelle associée o F, et on note F, la fonction définie sur Dp = {x € K| Q(z) # 0}, & valeurs dans K par
. P
Q)

Proposition 16.2.— Soient (Fy, F») € K(X)? et K C K une partie infinie de K.

SiVe e K, Fi(x)= Fy(z), alors F) = F.

Remarque : la réciproque est également vraie.

Démonstration V

, P
Bcrivons Fi = — et Fy = 2 Par hypothese pour tout x € K, on a

Q1 Q2

Pi(z) _ Py (x)
Qi(z)  Qz2(x)
Ve € K, Pi(2)Q2(z) = P(z)Q1(x)

Ainsi, le polynéme P1Q2 — P>Q1 admet une infinité de racines dans K. Il ne peut s’agir que du polyndéme nul. Par

. Autrement dit

définition de I’égalité de deux fractions rationnelles, cela signifie précisément que Fy = Fb. A

2 Opérations algébriques dans K(X)
2.a Structure de corps

P
Un polynome P € K[X] est identifié & la fraction rationnelle T A Taide de cette identification, nous pouvons

voir K[X] comme un sous-ensemble de K(X) :

K[X] Cc K(X)
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Nous pouvons alors prolonger les opérations algébriques sur les polynémes en des opérations sur les fractions
rationnelles :

Définition : Opérations algébriques dans K(X) —. Soit (F1, Fy) € K(X)? un couple de fractions rationnelles,

A € K. On suppose que F1 = —1, F, = 2. 0On définit

@1 Q2
P P. P P
e ['addition des fractions rationnelles par Ly 2o M

Q1 Q2 Q1Q2

P P PP
o La multiplication des fractions rationnelles par 212
Q1 Q2 Q@2
P AP
o La multiplication par un scalaire par X - it S !
@1 Q1

En pratique : pour expliciter la somme Fj + F3, choisissez si possible un meilleur dénominateur commun que

Q1Q2.

Théoreme 16.3.— (K(X),—&-7 ><) est un corps.

Démonstration V

e on déduit aisément des propriétés algébriques de K[X]| que (K(X ), +, X) est un anneau commutastif.

Q

P
e Toute fraction rationnelle non nulle est inversible. Soit F' = 6 avec P et @ non nuls, alors F~! = X, A

P
2.b Calculs dans K(X)

Comme K(X) est un corps, nous retrouvons les regles de calcul usuelles dans les corps, en particulier, la Formule
du bindbme de Newton et l'identité géométrique. Par exemple,

n
e dans K[X], nous avons X" ™' — 1= (X —1) ZX’“
k=0

xrtt 1 o
e dans K(X), nous avons -1 = I;X’
Dans K(X), nous pouvons diviser par X — 1 car ce n’est pas le polyndéme nul, il s’agit donc d’une fraction

rationnelle inversible.

3 Degré d’une fraction rationnelle
3.a Définition

P
Proposition-Définition 16.4.— Degré d’une fraction rationnelle —. Soit F' = 6 une fraction rationnelle.

On définit le degré de F' par

dF =dP—-dQ

Remarques :
e d°(F) est indépendant de la représentation de F.
o d'(F) € ZU {0}
Démonstration Vv
Soit (P1, Q1) et (P2, Q2) des représentations d’une méme fraction rationnelle, i.e.
P P

Q@
Autrement dit, P1Q2> = P>Q1. Par les propriétés algébriques du degré des polynoémes, il s’ensuit que d"'Py + d'Q2 =
d’Ps> + d°Q2, ce qui revient a dire que
d°Pr—dQ1=dP,—dQ2
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Exemples :
X2+ X+1
e la fraction rationnelle F' = X7+ ;2 J:;( 1 est de degré -1.
X3+ X?
e la fraction rationnelle F' = ﬁ est de degré 0

P . o - . .
En particulier, lorsque F' = — est un polynome, les degrés coincident d'F = d"P. Ainsi, le degré des fractions

rationnelles prolonge de facon naturelle le degré des polynomes. Il en résulte que les propriétés algébriques du
degré des polynomes s’étendent au cas des fractions rationnelles.

3.b Propriétés algébriques du degré des fractions rationnelles

Proposition 16.5.— Soient (Fy, ) € K(X)?, )\ € K*.
o d'(F1 + F») <max{d F1,d F»}
o I'(FixF)=dF +dF
o '(\-Fi)=dF.

Démonstration V P

Notons Fy = ~* et F» = -2 Alors
1 0 2 0s

e 3 l'aide des propriétés algébriques du degré des polynémes, on a :

do(Fl —+ FQ)

d (M) = d°(P1Q2 =+ P2Q1) - d"(Qle)
Q1Q2

max{d"Py + d°Qa;d'Ps + d'Q2} — d'Q1 — d°Q»

<
< max{d'Pi —d’'Q1;d' P, — d'Q2} = max{d Fi;d F>}.

e en ce qui concerne le degré du produit, nous avons,

. . PP . . . .
d(FLxF) = d ( ! 2) =d'(P1) +d'(P2) — d(Q1) — d°(Q2)
Q1Q2
= de(Pl) — do(Ql) + dG(PQ) — dD(QQ) =d F1 + d'F>.
e le dernier point est une conséquence du précédent. A

4 Dérivation dans K(X)

Ce paragraphe est hors-programme.
4.a Fraction rationnelle dérivée

Définition : Soit F' = 0 une fraction rationnelle présentée sous forme irréductible. On appelle fraction
rationnelle dérivée de F, et on note ', la fraction

_ P'Q— PQ

F o

P
Proposition 16.6.— Soit ' € K(X) une fraction rationnelle donnée par F' = —. Alors

Q

_PQ-PQ

F’ o
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Démonstration V

P'Q - PQ’ P
Il s’agit de prouver que la fraction rationnelle % est indépendante de la représentation F' = a
P
Soit donc (P, Q1) et P2Q2) tels que Q—l = %. Par définition de ’égalité des fractions rationnelles, il en résulte que
1
PiQ: = PxQ: (16.1)
PQ: - PQ1 = P:Q| - PiQj

PlQ1 - PQ)  PiQs — P2Q!
Il s’agit de prouver que 161 oF 161 = 2Q2 o2 QQQ, ce qui compte tenu de la définition de ’égalité des fractions
i 2

rationnelles revient a prouver que

Q3[PlQ1 — PiQY] = Q7 [PQ2 — PQ5]

Or d’apres (16.1), (utilisée entre crochets) on a

Q3[PIQ1 — P1Q1] — QT [P3Q2 — P2Q5] Q1Q2[PIQ2 — P3Q1] — [P1Q2](Q2Q1) 4 [P2Q1](Q1Q%)
= QiQ:2[PQ) — P1Q5] — [P2Q1](Q2Q1) + [P1Q2](Q1Q%)

Q1Q2(P2Q — P1Q3) — Q1Q2(PQ) — PiQ3) =0

4.b Propriétés algébriques de la dérivation

Comme pour le degré, la notion de dérivée prolonge celle des polyndémes. Le lecteur sceptique pourra avec profit
démontrer les propriétés suivantes :

Proposition 16.7.— Soit (F1, F») € K(X)2. Alors
o (MM+F)=F+F
o (F1 xFy) =F' X Fy+ F X F}
. (F1>' _ F|F, - F\F}

1 i Fy £ 0.
P 7SR

1 I
Exercice : Soit n € N*, et a € K, alors (W) = _ﬁ

Proposition 16.8.— Soit F' € K(X), alors

dF <dF-1

Commentaires : en revanche, on n’a pas toujours d’F’ = d'F — 1, méme lorsque F n’est pas constante, comme
X341 1
X3 X3

le montre par exemple F' =

Démonstration V
Rappelons tout d’abord que cette propriété est valide dans le cas de la dérivée d’un polynome.

Soit F' = 6 une fraction rationnelle. Alors

&F) = d (%) =d(P'Q-PQ")— d'(Q?) < max{d'P +d'Q;d'P+dQ'} —2d'Q
max{(d'P — 1)+ d'Q;d' P+ (dQ—1)} —2dQ <d'P—-dQ—1=dF—1

IN

Le résultat en découle par transitivité. A
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4.c Dérivées successives d’une fraction rationnelle

Définition : Soit F' € K(X) une fraction rationnelle, on définit la suite des dérivées successives de F par les
relations
e FO=F
{ o VYneN, Frth = (F(m)’

Proposition 16.9.— Formule de Leibniz —. Soit (Fy, Fz) € K(X)? et n € N, alors

n
(Fy x )™ = > (Z) F® s g

k=0

Démonstration Vv
La démonstration est identique & celle dans K[X]. A

5 Zéros et poles d’une fraction rationnelle
5.a Définition

P
Définition : Soit F' = — wune fraction rationnelle présentée sous forme irréductible.

Q

e On appelle zéro de F les zéros de P. Si a est un zéro de P d’ordre de multiplicité p, on dit que a est un
zéro de F' de multiplicité p.

e On appelle péle de F les zéros de Q). Si a est un zéro de Q d’ordre de multiplicité p, on dit que a est un
pole de F' de multiplicité p.

Vocabulaire :
e un zéro (resp. pole) de F d’ordre de multiplicité 1 est appelé un zéro (resp. pdle) simple.
e un zéro (resp. pole) de ' d’ordre de multiplicité 2 est appelé un zéro (resp. pile) double.

Remarque : comme P et () sont premiers entre eux, un élément a € K ne peut étre a la fois racine et pole
d’une méme fraction rationnelle.

X4 - Xx?
Exercice : Soit ' = —————— € R(X). Déterminez les poles et les zéros de F.
X7 3x 52 < R P
En pratique : pour déterminer zéros et poles d’une fraction rationnelle, vous pouvez d’abord rechercher la forme
irréductible de F', ou bien comparer directement les ordres de multiplicité en tant que racine du dénominateur

et du numérateur a l'aide de la proposition qui suit.

5.b Caractérisation des zéros et poles

Proposition 16.10.— Soit F' = L une fraction rationnelle non nulle et a € K. Notons a et f les ordres de
multiplicité de a comme racine de P et de ) respectivement. Alors

e sia— (>0, alors a est un zéro de F' d’ordre de multiplicité oo — 5.

e si a — =0, alors a n’est ni un zéro ni un pole de F.

e si a — (5 <0, alors a est un pole de F' d’ordre de multiplicité g — «.

Commentaires : dans cet énoncé, dire que a est une racine d’ordre de multiplicité 0 d’un polyndme signifie
simplement que a n’est pas racine de ce polynoéme.

Démonstration Vv R R R X
Ecrivons P = (X —a)® x P et Q = (X — a)? x Q, ot P(a) # 0 et Q(a) # 0, de sorte que
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Quitte a simplifier cette fraction par le PGCD de son numérateur et de son dénominateur, supposons sans perte de

P
généralité que — est irréductible.

X—a)* P xP
e Si a > f3, le représentant irréductible de F" est F' = #.
Ainsi, a est racine d’ordre de multiplicité a — 8 du numérateur dans la représentation irréductible de F', par
définition, cela revient & dire que a est racine d’ordre de multiplicité o« — 3 de F'.

P
e Si a = 3, le représentant irréductible de F' est F' = —.

Ainsi, a n’est pas racine ni du numérateur ni du dénominateur dans la représentation irréductible de F', par
définition, cela revient a dire que a est un ni — ni.

__r
(X —a)f= xQ
Ainsi, a est racine d’ordre de multiplicité @ — 8 du dénominateur dans la représentation irréductible de F', par
définition, cela revient a dire que a est un poéle d’ordre de multiplicité 8 — a de F. A

e Si a < B, le représentant irréductible de F' est F' =

/

P
Proposition 16.11.— Soit P € K[X]. On note F = ik Les poles de F' sont les zéros de P, ce sont tous des

pOles simples.

Démonstration Vv
Notons Z(P) = {z € K| P(z) = 0} ensemble des zéros de P. Convenons aussi de noter pour a € K,

— « lordre de multiplicité de a comme zéro de P’
— B l'ordre de multiplicité de a comme zéro de P.
e soit a € K\ Z(P). Comme a ¢ Z(P), B = 0. Par suite @« — 8 = a € N. D’aprés la Proposition précédente, a n’est
donc pas un pole de F.

e soit a € Z(P). D’apres la caractérisation des racines multiples (Théoréme 15.26), il s’ensuit que P(a) = P'(a) =
. =P¥V(a) = 0et PP (a) # 0. En particulier, a est racine d’ordre 8—1 de P’. Ainsia—f = (3—1)—8 = —1.
Par la Proposition précédente, cela revient a dire que a est un pole d’ordre 1 de F. A

1 Décomposition en éléments simples

1 Etude théorique de la décomposition en éléments simples

Etant donnée une fraction rationnelle, on cherche a 1’écrire comme combinaison linéaire de fractions plus simples,
notamment en vue de calculer ses primitives. L’étude théorique qui suit sert & démontrer le théoreme 16.21 et
le théoreme 16.22. Ces démonstrations sont hors-programme.

1l.a Partie entiére d’une fraction rationnelle

Théoréme 16.12.— Soit F' € K(X) une fraction rationnelle. Il existe un couple (E, G) € K[X] x K(X) unique
tel que

o F=F+G
e F est un polynoéme
e (G est une fraction rationnelle de degré strictement négatif

F est appelée la partie entiere de F.

Notation : la partie entiére de F' est notée E = Ent(F).

Démonstration V

e Unicité : Soit (E1,G1) et (E2,G2) deux couples vérifiant les conditions ci-dessus. Il vient

E1—FEy=G2— Gy
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Comme G1 et G2 sont de degrés strictement négatifs, il découle des propriétés algébriques du degré des fractions
rationnelles que leur différence l'est aussi. Or par construction E1 — Fo est un polynoéme. Il s’agit donc d’un
polynome de degré strictement négatif. Par conséquent, E1 — E5 est le polynome nul. Il en résulte immédiatement
que G1 = Go.
e Existence : Soit F' = B ou A et B sont deux polynémes. Ecrivons la division euclidienne de A par B. Il existe un
couple (E, R) tel que
A=FEB+RetdR<dB

Ainsi, F = FE + %, ou E € K[X] et g est une fraction de degré strictement négatif. A

En pratique : la démonstration est constructive, pour déterminer la partie entiere de F' = 5 Vous effectuez

la division euclidienne de A par B. Le quotient est la partie entiere de F'.

Remarques :
1. Sid'F <0, alors Ent(F) = 0.
2. Pour toute fraction rationnelle F' € K(X), F — Ent(F) est une fraction rationnelle de degré strictement
négatif.
X’+X-1
E ice : Détermi 1 ti tiere de —————.
xercice : Déterminez la partie entiere de 57—

1.b Séparation des poles

P
Théoreme 16.13.— Soit G = — une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On suppose le dénominatgur

factorisé sous la forme Q = Q1 X Qa, out Q1 A Q2 = 1. Alors, il existe un couple (P, P;) € K[X]?, unique tel
que

« 0o PX) A R
QX)) x Qa(X)  Qi(X) " Qa(X
d'(P1) <d'(Q1)
d'(P) < d'(Q2)

Démonstration V

e Unicité : soit (P1, P») et (P1, P») des couples vérifiant :

% —+ % = g + %, soit encore Ple + P2Q1 = P1Q2 + 152@1
Ainsi,
Q2(Pr — P1) = Q1(P2 — P»)
D’apres le lemme de Gauss, comme Q2 divise Ql(f:’z — P) et Q1 A Q2 = 1, on en déduit que Q2 doit diviser
P, — P5. 1l existe donc un polynéme B tel que
Pz — P2 = QQ X B

De plus, d’une part d’(Ps — P2) < max{d’(P2),d’(P2)} < d’(Q2) et d’autre part, d°(Ps — P2) = d’(Q2) + d’(B). 1l

s’ensuit que le polynéme B doit étre de degré strictement négatif, ce qui n’est possible que si B est le polyndéme

nul. Finalement, il en résulte que P> = P> puis que P, = P;.
e Existence : elle repose sur le Théoreme de Bézout. Comme Q)1 et Q2 sont premiers entre eux, il existe un couple

(U1, Us2) de polynomes tel que

U1Q1+U2Q2 =1
PX) _ PX)Ux(X) PX)Ui(X)

Q1(X)Q2(X) Q1(X) Q2(X)

en partie entiére et partie fractionnaire de chacune de ces deux fractions :

P(X) | P(X)

Q1(X)  Q2(X)

Finalement, comme d’(G) < 0, d’(F1) < 0, d’(F2) < 0, il en résulte que d’(E1 + E2) < 0, ce qui n’est possible que
si E1 + E2 = 0. A

D’ou'on tire que G(X) = . Pour conclure, on effectue la décomposition

G(X) = Eu(X) + E2(X) +
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1.c Partie polaire relative a un pdle

P
Théoreme 16.14.— Soit G = 0 € K(X) une fraction rationnelle de degré strictement négatif présentée sous
forme irréductible. Soit a un pole de G' de multiplicité p € N*.
P(X)
(X —a)? x Q2(X)’

11 existe un couple de polynomes (R;, Rz) € K[X]?, unique tel que

G(X) =

ot Qx(a) # 0

° G(X)_(X—a) + 0.(X)
o d'(Ry) <p,d(R2) <d(Q2)

Notation : plus généralement, si F' est une fraction rationnelle qui admet en a € K un péle d’ordre p, alors

Ry(X
F s’écrit de maniére unique, sous la forme F(X) = E(X)+ F»(X)+ (Xl(i;p, ot G(X) est une fraction
D —— —a
G(X) s o

rationnelle qui n’a pas de pole en a et F, est la partie polaire de F relative au pdle a.
Démonstration Vv

__PX) ot Q2(a) # 0. Les polynémes Q2(X)
(X —a)P x Q2(X)’ ’ - o8 POy 2

et (X — a)? sont premiers entre eux et d’apres le théoréme précédent, G s’écrit de maniére unique sous la forme

R, (X) Ry(X)

Comme a un pdle de G de multiplicité p € N*, on a G(X) =

G(X) = ,
=T —ar ")
avec d'(R1) < p,d’(R2) < d'(Q2)- A
1.d Décomposition d’une fraction a dénominateur scindé
P(X
Soit FI(X) = QE X; € K(X) une fraction rationnelle présentée sous forme irréductible. On suppose que Q(X)

est scindé sur K :
T

QX) = JJ(X = aiy.

R(X)

Alors F(X) = BE(X) + _p(x)+ &) él(X), ol Q1(X) = ﬁ(X — a;)"".

Q(X) (X —a)r  Qu(X) i=2
On recommence en isolant la partie polaire relative au pole ay. Ainsi de suite, on obtient :
. . P(X) . . -
Proposition 16.15.— Soit F(X) = m On suppose que le dénominateur est scindé :

T

Q) = [T(x — apy.

i=1

Alors F(X) est la somme de sa partie entieére et de ses différentes parties polaires :

F(X)

E(X)+Fm( Y+ Foy(X) + -+ Fu (X)
Ri(X) Ro(X)

= EBEX)+ X —an)m +( X — ap)r 4. 7()(_(%)%7

ou d’(R;) < p;.
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Remarque : cette écriture est unique a l'ordre des termes pres.

PI(X)
P(X)

A titre d’exemple, effectuons la décomposition en éléments simples de F/(X) = . Nous avons déja observé

que les poles de F' sont les zéros de P et que leur multiplicité est égale a 1.

Proposition 16.16.— Soit P € C[X] un polynéme scindé non nul. Notons (ay, ..., a,) les zéros distincts de P,
et (aq,...,q,) leurs ordres de multiplicités respectifs. Alors

Démonstration Vv
Soit P(X) =a (X —a1)™ X -+ x (X — an)® la décomposition primaire de P dans C[X].

P(X)=a Z(X —a)® X x (X = a)™) X x (X = an)™"

P'(X) Qi
Il en résulte immédiatement que = . A
P(X) ; (X —ai)

2 Décomposition en éléments simples d’une partie polaire

2.a Un résultat général

Proposition 16.17.— Soit F' € K(X) une fraction rationnelle, et a € K un pole de F. Il existe un p-uplet
(Aos - -+, Ap—1) € KP de scalaires, unique tel que

p—1
)\k: )\0 )\1 )\p,1
F,(X)= = ooy P72
(X) X —apt K-ap  K-apl T X-a
Remarque : pour un pole d’ordre p € N*, il y a p coeflicients (Ao, ..., Ap—1).

Démonstration Vv
Par définition de la partie polaire relative & un pdle de multiplicité p de F, il existe R € K,—1[X] tel que

R(X)

F X=X —ap

Comme R est un polynéme de degré inférieur ou égal a p — 1, la formule de Taylor pour les polynémes montre que R

p—1
s’écrit (de manieére unique) sous la forme R(X) = Z Mk (X — a)F. Par conséquent
k=0

|
[

P

Ak

F.(X) = ﬁ > (X —a) = =
k=0

ol
Il

0
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2.b Partie polaire relative a un pdle simple

P
Proposition 16.18.— Pdle simple —. Soit F' = ) une fraction rationnelle présentée sous forme irréductible.
P(X) ~

On suppose que a € K est un pole simple de F, ie que F(X) = —————— ou Q(a) # 0.
(X —a) x Q(X)

A
La DES de F s’écrit FI(X) = G(X) + ﬁ, ou G est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole en a et Ag
=@
est donné par :
P P(a
)\0 = T(a) = /( )
Q Q'(a)

En pratique :

e lorsque vous pouvez déterminer aisément (), vous utilisez la premiere expression.

e la deuxieme formule est treés utile lorsque la factorisation @ = (X — a)Q n’est pas aisée.

Démonstration V

D’apres la proposition partie polaire, nous savons déja que F' s’écrit de maniére unique, sous la forme F(X) =

G(X). Ainsi

X —a)
X)=(X—-a)F =X+ (X —a) x G(X)

Lid
Q

s P s .
En évaluant cette égalité en x = a, nous obtenons \g = (5> (a). Pour la deuxiéme expression de Ao, remarquons que

par définition de Q, nous avons Q = (X —a) x Q. Dérivons cette égalité polynomiale, il vient

Q'(X) = Q(X) + (X —a) x Q'(X)

: o lies I A . P(a)  P(a)
Evaluons cette égalité en = = a, il vient Q'(a) = Q(a). Ainsi, Ao = — = . A
: (@ = Q) 0= 5 =T
. . * s . . 1
Exercice : Soit n € N*. Décomposez la fraction rationnelle F' = X1

Solution V

F' est présentée sous forme irréductible.

d°F < 0, sa partie entiére est nulle.

Les racines de Q sont les racines n'*™ de I'unité : wy, = €**™/™, pour k € [0,n — 1]|. Il s'agit de racines simples.
n—1 A
La DES de F s'écrit F =y  —2%
2 o
utilisons la deuxiéme méthode Vk € [0,n — 1], Ay = 1w Ainsi, F(X) = 1 > Wk A
’ T Q) nwp T m ' n = (X — wi)
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2.c Partie polaire relative a un péle double

P
Proposition 16.19.— Pédle double —. Soit F' = — une fraction rationnelle présentée sous forme irréductible.
PX)
(X —a)? x Q(X)

, ou G est une fraction rationnelle n’ayant pas de

On suppose que a € K est un pole double de F, ie que F(X) = ot Q(a) # 0.

34 )‘0 )\1
La DES de F s’écrit F(X) = G(X) + X0 + X2

pole en a et \g et A1 sont donnés par :
P !
—=(a) et A\ = (7) (a)

P
Q

Ao =

En pratique :
e lorsque vous pouvez déterminer \, vous utilisez la premiere expression.
s N , . P . N ,
e la deuxieme formule est trés utile lorsque 'expression de — est assez simple & dériver (c’est souvent le

cas) sinon, vous recherchez une deuxiéme équation, comme dans les exemples ci-dessous.

Démonstration V

D’apres la proposition Partie polaire, nous savons déja que F' s’écrit de maniére unique, sous la forme F(X) = X/\ioﬁ +
—a
(X)\—l) + G(X), ou G est une fraction qui n’a pas de pole en a. Ainsi
—a
P 2 2
5(X) =X—-a)FX)=X+M (X —a)+ (X —a)” x G(X)
. PRIy P
En évaluant cette égalité en z = a, nous obtenons g = 5 (a).
Pour I'expression de A1, dérivons I’égalité ci-dessus, il vient
P ! 2 / ’
5 (X)=((X-a)’F(X)) =M +2(X —a) x G(X) + (X —a) x G'(X)
, Py’
Evaluons cette égalité en © = a, il vient Ay = (5) (a) = A1. A

1

Exercice : Décomposez dans C(X) la fraction rationnelle F'(X) = XTI XD

Solution ¥V
I est présentée sous forme irréductible, de degré strictement négatif.

le dénominateur Q(X) = X*(X — j)(X — j) est scindé. Nous appliquons la Proposition 16.15.

_ao ai bo 4 Co
X2 X (X-j5) (X-J)

En utilisant les propositions pdles simples et poles doubles, i/ vient

1 1 1 1 1
P =wmerxsy " X0 )x—p) " 0-nx -7

2.d Partie polaire relative a un poéle multiple

Ce paragraphe est hors programme. Dans le cas de pole d’ordre supérieur ou égal a 3, les propositions ”pole
simple” et ”"pole double” se généralisent de la fagon suivante :
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P
Proposition 16.20.— Péle multiple —. Soit F' € K(X) de représentant irréductible 0 On suppose que
P(X)

E=arxam 07

a € K est un pole d’ordre p € N* de F. Notons Q le polynéme tel que F(X)=

La partie polaire de F' en a s’écrit

p—1
Ak Ao A1 Ap—1
F(X)= = cood o=l
B =L o~ X—ap "X T X0
ott les Ao, A1, ..., A\p—1 sont donnés par :

Whe[0p—1], M= — <5f>(k) (a)

En pratique : Vous utilisez cette proposition pour calculer le coefficient Ay de et pour Ag, lorsque

1
(X —a)p

P
les dérivées de la fraction — ne conduisent pas a des calculs trop lourds.

Démonstration V

p—1
(Xfa)pxF:g:zx\j(Xfa)k+(Xfa)p><G
k=0

Soit k € [0, p — 1], et dérivons 7 fois ’égalité ci-dessus. II vient

<5>(i) _ piAk (x - a)k)m (X —a)p x @)D

Q
- ! .
Comme la dérivée ™ de (X — a)® vaut k— X —a)* ' sii < k et 0 sinon, nous obtenons en évaluant au point a,
(k —)!
—)!
NG k! . - . . q o @ )
que —a a) = ———0i, = i!d; 5. Ainsi, en évaluant au point a, il vient | — a) =i ;.
(X —a)*)" (a) (k_l)'é, 16 k. A luant t a, il t 5 (a) =il X A
1
Exercice : Décomposez la fraction rationnelle F(X) = ————
Solution Vv
F est présentée sous forme irréductible, la partie entiére est nulle. Q admet deux péles, O (double) et 1 (triple).
e a b c d e
LaDESderecntF:ﬁ—}—X (X—1)3+(X—1)2+(X—1)
1
2 _ s a=—
X2F(X) - o1 —a=-1
r ’
3
2 _ - _
X F] N EE =0
X-DFY) = 4 et
_(X—l)SFI = 1)1__2 —d=-2
L 2 X3 x=1
r (2)
(X—1)3F} = :% —e=3
1 3 1 2 3
Ainsi Feoo o 2 - .
et X X Tx-op xX—i T ix -0 A



Il. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES 405

3 Décomposition en éléments simples dans C[X]

D’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss, tout polynéme @ € C[X] est scindé. On peut donc appliquer le
théoreme de décomposition d’une fraction rationnelle & dénominateur scindé.

3.a Expression de la DES dans C(X)

P
Théoreme 16.21.— Décomposition en éléments simples sur C(X) —.Soit F' = 0 € C(X) une fraction

rationnelle non nulle & coefficients complexes présentée sous forme irréductible.

n Pi—
a; Ic
F(X) = B(X)+} Z P
i=1 k=0
ol Q = H — ;)P est la décomposition primaire de @ dans C[X].

Vocabulaire :

a . -\ \
e les fractions rationnelles de la forme ﬁ sont appelées éléments simples de premiere espéce.
—a
e cette écriture, unique & lordre des facteurs prés s’appelle la décomposition en éléments simples (DES) de
F.
Démonstration V
Notons E = Ent(F) la partie entiere de F', F,,, ..., F,, les parties polaires de F relatives a ses différents poles. Enfin,
posons

G=F-E-) Fua,
i=1
o ' — FE est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Chacune des parties polaires Fy; est de degré
strictement négatif. Par opérations algébriques sur les degrés des fractions rationnelles, il s’ensuit que la fraction
rationnelle G est de degré strictement négatif.

P
e De plus, par construction, G n’a pas de poles. Notons G = a le représentant irréductible de cette fraction. Comme

P R o . N o |
— n’a pas de poles, le polyndéme unitaire () n’a pas de racines. D’apres le Théoreme fondamental de I'algebre,
Q@ est donc un polynoéme constant et unitaire. Par suite @) est le polynome constant égal a 1 et donc G est un
polynome.

e Ainsi, G est un polynéme de degré strictement négatif, c’est donc le polynéme nul, G = 0. ce qui revient & dire

que

F:E+ZH:F%

i=1

3.b Pratique de la DES dans C(X)

Soit F' € C[X] une fraction rationnelle & coefficients complexes. Pour décomposer F' en éléments simples de
premiere espece, la démarche est la suivante :
) o P(X)
présentez sous forme irréductible : F(X) = ——=.
Q(X)
déterminez la partie entiere de F' & 'aide de la division euclidienne de P par Q.
calculez la décomposition primaire de @ dans C[X| (trouvez ses racines et leurs ordres de multiplicités.)

exprimez la DES de F' a l'aide de coefficients inconnus :

n pi—1

F(X)= +ZZ ——

i=1 k=0
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déterminez les coefficients a; . Pour cela, vous pouvez

» appliquer les formules pole simple, pole double, pole multiple
» évaluer F'(X) en des points non polaires

» étudier une limite comme la limite & Uinfini de X F/(X)

» utiliser la conjugaison

» utiliser la parité.

3.c Mise en ceuvre
X2
Exercice : Décomposez la fraction rationnelle F(X) = X2 ix 13

Solution Vv

F est présentée sous forme irréductible.

[2] X? =1x (X?—4X +3) +4X — 3. D'ois Ent(F) = 1.

le dénominateur est scindé Q(X) = (X — 1) x (X — 3). Q admet deux pdles, simples 1 et 3.
a , b

X-1 X-3

utilisons la méthode "péle simple” :

La DES de F s'écrit F(X) =1+

X’ 9
X-1DF(X) = X_3 e=3
X 1
(X-3)F(X) = X1 — b__§
.. 9 1
Ainsi, F(X)_172(X71)72(X73)' A
Exercice : Dé la fracti ti lle F(X) X 2
xercice : Décomposez la fraction rationnelle =——
bosez X(X 1)

Solution V

F' est présentée sous forme irréductible, la partie entiére est nulle. Q admet deux péles, 0 (simple) et 1 (double).

o _a b c
LaDESderecrltF(X)_X (X—1)2+(X—1)
X -2
XF(X) = o —a=-2
) -2 2
_ _ AX—=2_,_ 24 1
(X -1 F(X/) )?C /1 e —b
2 N P Set) _
{(X_l) F} = [ X } =Xz —)1:1 c=2
.. 2 1 2
Ainst F=—x"m-mptx-n A
Exercice : Dé la fracti b lle F(X) _ X+t
xercice : Décomposez la fraction rationnelle =
P X2(X —1)2
Solution Vv
1 3 2 3

F= +

X (X-1)2 (X-1
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4 Décomposition en éléments simples dans R(X)
4.a Eléments simples de deuxieme espéce

Etant donnée une fraction rationnelle F € R(X) a coefficients réels. On peut considérer comme fraction ration-
nelle & coeflicients complexes et la décomposer en éléments simples dans C(X) :

n pi—l

F(X +ZZ

i=1 k=0

De plus, comme F est a coefficients réels, les poles de F' sont des réels ou bien des nombres complexes conjugués.
Dans ce cas, les parties polaires relatives a des poles conjuguées sont elles-mémes conjuguées. En les regroupant,
on fait apparaitre des fractions de la forme :

bX +c
—— ~ __ ou les coefficients 8,7, b, ¢ sont réels et vérifient 82 — 4y < 0
) a a 29 (a) X — 2Re (aq)
E le : C = .
xemple s sla C b 3 Y A T XT—2Re (@) X +|af?
. s bX +c . . , o
Vocabulaire : les éléments ——————— € R(X) oud les coefficients B,7,b,c sont des réels qui vérifient

(X2 +BX +7)
B2 — 4y < 0 sont appelés éléments simples de deuxiéme espéce.

4.b Expression de la DES dans R(X)

P
Théoreme 16.22.— Décomposition en éléments simples sur R(X) —.Soit F' = 0 € R(X) une fraction

rationnelle non nulle & coefficients réels présentée sous forme irréductible.

n pi—1 m 95— kX—i—C X
F(X )+ + -
;kzo X —a plik ;kz;) (X2 4 B X + )0+

ol Q = X — ;)P x X2 4 B;X + ;)% est la décomposition primaire de Q dans R[X].
j J
= j=1

4.c Pratique de la DES dans R(X)
Soit F' € R[X] une fraction rationnelle & coefficients complexes. Pour décomposer I’ en éléments simples dans
R(X), la démarche est la suivante :
. T P(X)
présentez sous forme irréductible : F(X) = m
déterminez la partie entiere de F' & 'aide de la division euclidienne de P par Q.
déterminez la décomposition primaire de @) dans R[X]

QX) =]]X - a) HX2+/3jX+w)%

exprimez la DES de F' a 'aide de coefficients inconnus :

n pi—1 ik m q;—1 kX—l—C X
F i, 1 i,
=B+ S ot o S e

i=1 k=0 7j=1 k=0

déterminez les coefficients a; . Pour cela, nous retrouvons les mémes techniques que dans le cas complexe :

» appliquer les formules pole simple, pole double, péle multiple
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» évaluer F'(X) en des points non polaires
» ¢étudier une limite comme la limite & U'infini de X F/(X)
» utiliser la conjugaison

» utiliser la parité.

4.d Mise en ceuvre

Exercice : Utilisation d’une limite a I'infini —. Lorsque F’ est de degré strictement négatif, il est souvent utile
d’étudier lim =zF(z).
r—+o0

Décomposons la fraction rationnelle F(X) = (X—12(X+2)

Solution Vv
F est présentée sous forme irréductible, la partie entiere est nulle. Q admet deux péles, —2 (simple) et 1 (double).
a b c
4| La DES de F s'écrit F =
a DES de F s'écrit (X+2)+(X—1)2+(X—1)
(X+2)F(X) = —L1 — ya=1i
To(X-1)2 e=—2"""9
1 1
X -12F(X) = — s b==
( ) EX) (X +2) e=1 3
X
XF(X = = E— =
) (X +2)(X —1)2 o ATe=0
1 1 1
Ainsi F = - .

s, X +2) 3X_12 9x-1) A
Exercice : Utilisation de la conjugaison —. Lorsque F' est a coefficients réels, les poles non réels de F' sont
deux & deux conjugués. Par unicité, les parties polaires associés a deux poles conjugués sont conjuguées.

De ” X2+ X -1
écomposons F' = ————.
P X(X2+1)
Solution Vv
F' est présentée sous forme irréductible, la partie entiére est nulle. F' admet trois simples 0 i et —i.
La DES de F s'écrit
a b c
F = 242 4+__°
RN ED R ED)
- E + L + L
T X T (x =) T (X +9)
Par unicité de la DES, il vient b et c sont conjugués.
X+ X-1
XF(X = 2272 S
(x) peEm =
. X +X-1 i
X=0F0 = ey =g

.. 1 2—1 2414
A F=-=— .

sl X Tax 9 tax 1o A
Exercice : Utilisation de la parité —. Si F est paire ou impaire, les poles non nuls de F' sont opposés. On

exploite 'unicité de la DES en écrivant F/(X) = £F(X).
1

Décomposons la fraction F = m

Solution Vv
F est présentée sous forme irréductible, la partie entiére est nulle. F' admet deux pbles doubles 1 et —1. F est paire.
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La DES de F s'écrit

a b ¢ d
PO = mptm o mrr T me
F(-X) = 75 S T~ T

(X-12 (X—-1)  (X+12 (X+1)

Comme F est paire, I'unicité de la DES donne ¢ = a et d = —b.

1 1

X-DFX) = i —a=1
Ainsi, F= 4(X1— e 4(X1— nt 4(Xil)2 + 4(X1+ 0 A
i Application au calcul des primitives

1 Primitives des fractions rationnelles
Soit F'(x) = —(x) une fraction rationnelle & coefficients réels, présentée sous forme irréductible. Sa décomposition

permet d’en déterminer les primitives.

l.a Primitives de (z —a)", avec n € Z

Proposition 16.23.— Soit a € R, sur tout intervalle de R, ne contenant pas a, on a

Todt
/ —— =lnjz—a|+C
t—a

Démonstration Vv
Soit I un intervalle tel que I C] — 00, al. En ce cas,  —a < 0 et par conséquent In |z — a| = In(a — z). En dérivant, nous
obtenons,

-1 1
Ina —x)) = =
( na x)) a—x r—a
A
Exercice : Soit a € C\ R, a = a + if3, en notation algébrique (8 # 0). Montrez que
Todt -«
—— =In|z — a| + tArctan +C
t—a B8
Solution Vv
Par définition de I'intégrale d’une fonction complexe continue, commengons par déterminer les parties réelles et imaginaire de
Vintégrande : _ tmetiB i

t—a (t—a)2+p2

A B

e Tout d'abord, A = %ln [(z—a)?+p%]+C=lz—a|+C.

. t—« .
e D’autre part, pour calculer B, effectuons le changement de variable u = T Il vient

(@=a)/B gy e
B:/ 1+u2:Arctan< 3 )+C
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Proposition 16.24.— Soit a € C, et n € Z, avec n # —1.

" n _ 1 _ n+1
/(t—a) dt—n+1(ﬂc a)"+C

Démonstration V

c’est immédiat par dérivation. A
xr
Exerci Déterminez 1 it dt
xercice : Déterminez les primitives : —_——.
P (2= 1)t - 2)?
Solution Vv 1
Soit F = ————————— La fonction rationnelle associée est continue sur chacun des intervalles | — oo, —1[, | — 1, 1],

(X2 —-1)(X —2)2
11,2[, ]2, +o0[ et y admet donc des primitives. Pour les déterminer, réalisons la DES de F'.
F' est présentée sous forme irréductible, la partie entiére est nulle. F' admet deux pbles simples 1, —1 et un péle
double 2.
La DES de F' s'écrit

a b c d
P = tm—g -y T+
1 1
— 2 — - - = =
X-2'FX) = =3
92 o 2x __4
[(X 2) F(X)} T TxzTo)e =3
1 1
(X-DFX) = BEPHEERy AR
X+DF) = Toopx oD i T
.. 1 4 1 1 .
Ainsi, F = 3(X —2)2 — ) + X —1) — BE T Par conséquent,
¢ dt -1 4 1 1
/ RN §1n|x—2\+51n|x—1| - 1—81n|x+1\+0
A
z+b
1.b Primitives de ZaL
T° + pr +q
e s s . Ly . , ax +b
On s’intéresse aux primitives réelles de la fraction & coefficients réels ————.
T4+ pxr +q

e Sile dénominateur est scindé sur R, on décompose cette fraction en éléments simples, comme précédemment.

e Cependant, si le discriminant est strictement négatif, les poles sont complexes. La encore, il est possible
de décomposer cette fraction rationnelle en éléments simples sur C, mais il est plus avantageux d’utiliser
un changement de variable est de conclure a ’aide de la proposition suivante :

Proposition 16.25.— Soit a € RT™*.

t2 4 a2

/w T = vt (9) 0

Démonstration vV
u =
adu = dt
T z/a z/a
11 vient / dt :/ _adv 1/ du lArctan (z/a). A
a

t2 + a2 a2u? +a2 a uZ+1

Q|+

Effectuons le changement de variable
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R A |
Exercice:/ Ldt
t2+i+1

Solution V
on commence par faire apparaitre une formeu—l' t+1 —1 21 Jr1 L
P PP uw R At+1l 282 4t+1 202 4+t+1

©1 241 1. .,
A ————dt= -1 1
. vue/ 2t2+t+1d 2n|r +z+1+C

e Pour déterminer la deuxiéme primitive, on met le dénominateur sous forme canonique :

1 dt 1 [* dt . . . .
/ 2Pl = 3 / m mise du dénominateur sous forme canonique
= % /mH/2 #113/4 changement de variable affine
= %Aretan Qm\/g !
Finalement , /w % dt = %ln(aﬁ2 +x+1)+ %Arctan 2:1:\/—% ! +C. A

1.c Primitives des fractions rationnelles, méthode générale

Soit F' une fraction rationnelle a coefficients réels. Pour déterminer ses primitives sur tout intervalle de continuité
de F, la marche a suivre est la suivante.

présentez F' sous forme irréductible.
si F(t) peut s’écrire F(t) = t"~1G(t"), effectuez le changement de variable u = t".

décomposez cette derniere fraction en éléments simples dans C. S’il y a des poles complexes (conjugués),
1

e .
X—a X-ua
intégrez terme 3 terme.

groupez les termes

Exercice : Déterminez les primitives suivantes :

x t2
/ e
Todt
2. /_HQ
xT
t
dt

4. —
/ t(t2 + 2t + 3)

o241
: T
5 / CEYES

Solution Vv

1. le changement de variable v = t> s’impose.

2 1 _ 1 N I

Coo1- (t-1D@E+1) 2|t—-1 t+1]

3. Pour la troisiéme :
t o _ e b b
tB4+1  t4+1 t+j5 t442

a bt +c

it E
e a— _?1 (en évaluant (X + 1)F (X))

e a+b=0 (limite de XF(X) d'ou b= %
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e Enfinc= % ( en évaluant F(X) en 0).
D’ou

/zi _ L ZiJFl/detJrl/m
14+t 3 t+1 6 2 —t+1 2

—%ln\m+1|+%ln|x2—z+1|+LArctan (21;_1) +C

V3

2 Primitives se ramenant a des fractions rationnelles
2.a Primitives des fractions rationnelles en ¢t

dt

t2—t+1

V3

Méthode : Soit /' € R(X). Pour déterminer [* F(et)dt, on effectue le changement de variable u = et.

t
Exercice : Déterminez les primitives [ * m sur R.
e

Solution V

On effectue le changement de variable u = e, d_u = dt. Il vient

x

/I (etfll-tl)2 :/e u(ld—llfu)2

On s’est ainsi ramené au calcul d’une primitive de F' = ﬁ Pour se faire, déterminons la DES de F.
U u
a b c
F=24__- 4+ _=
u+ (1+u)? + 1+u
XF(X) - 1 —a=1
B (X + 1)2 =0 -
1
XF(X = — N -0
(X) (X +1)2 z—+00 ate
(X+1PPX) = 3 b= 1

poF—~_ L+ 1

X (X+1)2 Xr1 Il en résulte que

x T z

/ZL—1\|C+ N ]
(et +1)2 i 14+u . “ -t 1+e

2.b Primitives des fractions rationnelles en cost et sint

x

—In(l+e")+C

Méthode : Soit F' € R(X). Pour déterminer [* F(cost,sint) dt, on effectue le changement de variable adéquat :

Théoreme 16.26.— Reégles de Bioche
xr
Notons f(t) = F(cost,sint). Pour déterminer / ft)dt

® i f(=t)d(—t)
e si f(m—t)d(m—1t)
osi f(m+t)d(m+1t)

f@)dt , alors on pose u
f@)dt , alors on pose u
f@)dt , alors on pose u

cost
sint
tant

Lorsque 1’élément différentiel f(t)dt ne vérifie aucune des propriétés d’invariance ci-dessus, vous posez u =

tan(t/2). On a alors

1—wu? 2u 2du
cost= —— sint=-—— dt=-——
1+ u? 14+ u? 1+ u?
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Exercice :

Exercice :

Exercice :

Exercice :

T 3
t
Déterminez / gt sur R
1+ cos?t
. . vodt N
Déterminez wong SW Iy =] —7/2+4 kn+;7/2 4 kn[, ou k € Z.
08
. . Toodt
Déterminez ———— dt sur R.
14 sin“t
, . Toodt N
Déterminez ——— dt sur I =] — 7w+ 2kn+; 7w+ 2kn][, ou k € Z.
1+ cost

2.c Primitives des fractions rationnelles en cht et sht

Méthode : Soit ' € R(X). Pour déterminer [* F(cht,sht)dt, on se ramene & une fraction rationnelle de u, au
moyen d’un changement de variable.

Remplacez ch par cos, sh par sin et th par tan. Si les regles de Bioche conduisent a poser u = cost, u = sint
ou u = tant, alors posez u = cht, v = sht ou u = tht.

Si le regles de Bioche ne s’appliquent pas, posez u = e'.

Exercice :

Exercice :

t

) . v odt
Déterminez — sur R
cht

xr
Déterminez / sur R

1+cht
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